
از خدايگان فيزيک «مستر اينشتين» می فرمايند: «از وقتی كه رياضی دانان از سر و كول «نظريۀ نسبيت» 

بالا رفته اند، ديگر خودم هم از آن سر در نمی آورم.» 

اين طوريه كه اگه شما رياضی دان باشيد، حتی مستر اينشتين هم به گرد پاتون نمی رسه ...

پس انقد پشت سر درس شيرين رياضيات غر نزنيد و مطمئن باشيد كه حتی پيدا كردن نقطۀ عطف 

تابع يه جايی بهتون كمک می كنه كه نقطۀ عطف زندگی تون رو پيدا كنيد و همه چی از اين رو 

به اون رو بشه ...

از استاد عزيز و بزرگوار، آقای هاشمی طاهری برای تأليف اين كتاب خوب و مفيد بسيار سپاس گزاريم.



وقتی بهم پيشنهاد شد تا كتاب جيبی حسابان رو بنويسم، ياد دانش آموزايی افتادم كه همش می گن:

«آقا درس رياضى سخته و زياد، تازه شم ما كارای مهم تريم داريما يه چيزايى بگين تا نمره شو بياريمو 
درکشم بکنيم»

پيش خودم گفتم دم خيلی سبزيا گرم! زدن تو خال.

حالا دُرسته كه اينا جوجه كتابن، اما ضرب المثلی می گه «فلفل نبين چه ...»

شمام بشكنيدش تا نتيجشو ببينين! واسه اين ادعام سه دليل عمده دارم:

اولنش: درس نامه ش كافيه و كامل؛ يعنی هر چه از كتاب درسی بخواين تو اينم هستش، پس 

يه جزوۀ درسی كامله.

دومنش: بعد از هر مطلب درسی، مثال يا مثالايی آوردم كه حسابی اون درس حاليمون بشه، 

تازه سؤالاتشم از ساده می ره تا يه كمی سخت.

سومنش: آخرای هر فصل، آزمونايی ده سؤاله اومده كه می تونين خودتونو با اونا بسنجين، پس 

واسه شركت تو آزمونام مناسبه.

ديگه چی می خواين؟

موفق باشين ـ هاشمی طاهری  



 فصل ۱: تابع

۹ درس ۱: تبديل نمودار تابع 

۲۱ درس ۲: تابع درجه سوم، توابع يكنوا و بخش پذيری و تقسيم 
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۳۸ درس ۱: تناوب و تانژانت 
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۱۳۱ درس ۳: آهنگ متوسط و آهنگ لحظه ای تغيير 

 فصل ۵: کاربردهای مشتق

۱۴۵ درس ۱: اكسترمم های يک تابع و توابع صعودی و نزولی 

  ۱۷۰ درس ۲: جهت تقعر نمودار يک تابع و نقطۀ عطف آن 

۱۷۶ درس ۳: رسم نمودار تابع 

 ضمیمۀ ۱

 ۱۹۱ چكيدۀ نكات حسابان ۲ 

 ضمیمۀ ۲

۲۰۱ آن چه از كتاب حسابان ۲ حذف شده ولی از كنكور حذف نشده!!! 
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تبدیل نمودار تابع

سال های  در  كه  تابع  چند  نمودار  زير،  در  یادآوری نمودار چند تابع خاص: 

گذشته با آن ها آشنا شده ايد جهت يادآوری آورده شده اند. آگاهی از اين 
نمودارها برای ادامۀ بحث از الزامات اساسی است.

داشته  را   f x( ) مانند تابعی  نمودار  اگر  كه  ديديم  قبل  سال های  در 
f ساخته می شوند  x( ) باشيم، چگونه می توان نمودار توابع خاصی كه از

را مشخص نمود. در ادامه اين موارد مطرح شده اند.

f معلوم و k عددی مثبت باشد، برای رسم نمودار x( )  هرگاه نمودار
f را k واحد به طرف بالا انتقال دهيم  x( ) f كافی است نمودار x k( ) +
(واضح است كه اگر k منفی باشد، بايد k واحد به طرف پايين انتقال دهيم).

مستر چپمستر راست و سردرس
تبدیل نمودار تابع

فصل اول: تابعدرس ۱

حسابـان
دوازدهـم

درس نامه 

با تايپ عنوان و شماره درس يا فصل به صورت اتوماتيک در مستر اصلاح می شود.
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f معلوم و k عددی مثبت باشد، برای رسم نمودار x( )  هرگاه نمودار
f را k واحد به سمت چپ انتقال دهيم  x( ) f كافی است نمودار x k( )+
(واضح است كه اگر k منفی باشد، بايد k واحد به سمت راست انتقال دهيم).

f مطابق شكل مقابل باشد، آن گاه دو  x( ) اگر نمودار
f چند نقطۀ مشترک دارند؟ x( )-- 1 f و x( ) -- 1 تابع

۲) يک  ۱) هيچ  
۴) بی شمار  ۳) دو  
 f x( ) نمودار1- رسم  برای   گزینۀ  
f را يک واحد پايين بياوريم كه با خط چين  x( بايد(
f بايد  x( )-1 رسم شده است و برای رسم نمودار
انتقال  راست  به سمت  واحد  را يک   f x( ) نمودار
و  f x( ) تابع1- دو  كه  می كنيم  ملاحظه  دهيم. 
f فقط در دو نقطۀ A و B اشتراک دارند. x( )-1

2 به كدام گزينه  2
1x-- ++ f را می شناسيد. نمودار تابع x x( ) == 2 نمودار تابع

شبيه است؟

 (۲    (۱

 (۴    (۳
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2x به شكل مقابل است. نمودار  گزینۀ   
يک  را   2x نمودار بايد   2 1x- نمودار رسم  برای 
واحد به سمت راست انتقال دهيم. حالا اگر نمودار 
به  دست   2 2

1x- + نمودار ببريم،  بالا  واحد   ۲ را 
می آيد. مشاهده می كنيد كه نمودار حاصل، شبيه 

گزينۀ (۲) است.
 

 k و R c df = [ , ] D و a bf = [ , f به ترتيب[ x( اگر دامنه و برد تابع(
عددی مثبت باشد، آن گاه:

آن ــرد  ب و   D a by = [ , ] با برابر   ، y f x k= +( ) تابع دامنۀ   
R است. به بيان ديگر: c k d ky = + +[ , ]

در انتقال عمودی، دامنۀ تابع تغيير نمی كند ولی به هر عضو از برد 
آن، k واحد اضافه می شود.

آن برد  و   D a k b ky = - -[ , ] برابر  ، y f x k= +( ) تابع دامنۀ   
R است. به بيان ديگر: c dy = [ , ]

در انتقال افقی، از هر عضو دامنۀ آن k واحد كم می شود ولی برد آن 
تغيير نمی كند.

] باشند، آن گاه دامنه  , ]0 2 ] و , ]--1 3 f به ترتيب x( ) اگر دامنه و برد تابع
f كدام اند؟ x( )++ --1 2 و برد تابع

R = - = -[ , ] , D [ , ]2 0 2 2 (۲  R D= =[ , ] , [ , ]2 4 0 4 (۱
 R = = -[ , ] , D [ , ]2 4 2 2 (۴  R D= - =[ , ] , [ , ]2 0 0 4 (۳
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تابع ۱ واحد به سمت چپ انتقال می يابد، پس دامنۀ   گزینۀ  
D است. = -[ , ]2 2 ؛ يعنی [ , ]- - -1 1 3 1 تابع جديد به صورت

آن برد  پس  می يابد،  انتقال  پايين  طرف  به  واحد   ۲ تابع  ضمناً 
R است.  = -[ , ]2 0 ؛ يعنی [ ( ), ( )]0 2 2 2+ - + -

kf عرض های  x( ) f معلوم باشد، برای رسم نمودار x( ) هرگاه نمودار تابع
f را (بدون تغيير طول آن ها) k برابر می كنيم. x( ) نقاط تابع

در   f x( ) نمودار باشد،   | |k اگر1<  kf x( ) در كه  است  واضح   
باشد، شكل   0 1< <| |k اگر و  منبسط می شود  yها  محور  راستای 

منقبض خواهد شد.
k باشد، موقعيت شكل نسبت به محور xها تغيير نمی كند   اگر0<
k باشد، موقعيت شكل نسبت به محور xها تغيير می كند؛  ولی اگر0>
f كه زير محور xها  x( ) k باشد، قسمت هايی از بدين معنی كه اگر0>
f كه بالای  x( ) قرار دارند به بالای محور xها می آيند و قسمت هايی از

محور xها هستند، به پايين محور xها می آيند.
به شكل های زير توجه كنيد:

f نسبت به محور xها است. x( ) f- قرينۀ نمودار x( )  نمودار
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f به شكل مقابل است. نمودار تابع x( ) نمودار
-- كدام است؟ --2 1f x( )

 (۲   (۱

 (۴   (۳

به  را   f x( ) نمودار ابتدا   گزینۀ  
انتقال می دهيم تا  اندازۀ ۱ واحد به سمت راست 
عرض های  سپس  و  پديد  آيد   f x( )-1 نمودار
 - -2 1f x( ) نمودار تا  برابر می كنيم   -2 را آن 
به دست آيد. ملاحظه می كنيد كه نمودار حاصل 

شبيه گزينۀ (۱) است.

k واحد در  −− 2 y را k واحد در راستای قائم و x== --4 نمودار منحنی
جهت افقی چنان انتقال می دهيم كه منحنی جديد وارون تابع خود را در 
نقطه ای با عرض ۱ قطع كند، سپس منحنی حاصل را ۱ واحد در راستای 
قائم به سمت پايين انتقال می دهيم. طول نقطۀ برخورد منحنی به دست 

(سراسری رياضی) آمده با محور xها، كدام است؟ 
2 (۴  1 (۳  −3 (۲   −4 (۱
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 f x( (k )) k− − +2 ضابطۀ منحنی جديد به صورت   گزینۀ  
y x k y k x k= - - + + Þ = + - +4 2 2( ) k است؛ يعنی 

چون اين منحنی، وارون خود را در نقطه ای با عرض ۱ قطع می كند و 
مختصات نقطۀ برخورد با تابع وارون روی نيمساز ربع اول و سوم است، 

)A روی اين تابع می باشد و داريم: , )1 1 پس نقطۀ
1 2 1 1 1= + - + Þ - = +k k k k   (۱)  

2·H¼U ¾M IÄ 3¾ ®¾¾ - + = + Þ - = Þ =1 2 1 3 0 0
2 2k k k k k k

. k =0 k درمعادلۀ (۱) صدق نمی كند، پس = 3 اما
y است كه اگر آن را يک  x= −2 k باشد، ضابطۀ تابع جديد =0 اگر
 y x= − −2 واحد در راستای قائم رو به پايين انتقال دهيم به صورت1
تبديل می شود. طول نقطۀ برخورد اين تابع با محور xها، ريشۀ معادلۀ
2 1 2 1 1− = ⇒ − = ⇒ =x x x 2 است.  1 0− − =x

پ. انبساط و انقباض در راستای افقی 

 f kx( ) f را داشته باشيم، برای رسم نمودار تابع x( ) هرگاه نمودار تابع
1 برابر كنيم. 

k بايد طول هر نقطه از منحنی را (بدون تغيير عرض آن ها)
k باشد!) ¹0 (واضح است كه بايد

در   f x( ) نمودار آن گــاه  باشد،   | |k اگر1<  f k x( ) تابع در   
0 باشد، آن گاه  1< <| |k راستای محور xها منقبض می شود و اگر

f در راستای محور xها منبسط می شود. x( ) نمودار
k باشد، آن گاه موقعيت شكل نسبت به محور yها تغيير  >0  اگر
yها  محور  به  نسبت  موقعيت شكل  باشد،   k <0 اگر ولی  نمی كند 
k باشد، قسمتی از منحنی كه سمت  <0 عوض می شود. يعنی اگر

راست محور yها بوده به سمت چپ آن منتقل می شود و برعكس.
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f نسبت به محور yها است.  x( ) ، قرينۀ نمودار f x( )-  نمودار

نمودار باشد،   f x( ) نمودار مقابل  شكل  اگر 

1 كدام است؟
2 2
f x( )--

 (۲   (۱

 (۴   (۳

1

1

2

2

-
=- . پس بايد طول های تابع را -1

2
x يعنی - x

2  گزینۀ  
برابر كنيم، پس نقطه ای كه طول آن 
 f x( )- 2 در است   ۴ برابر   f x( ) در
مقابل  (شكل   ... و  است   -8 برابر
1

2
f در x( )- 2 پديد می  آيد). چون

1 برابر، يعنی نصف شود، 
2

f بايد x( )- 2  ضرب شده، پس عرض هر نقطۀ
در نتيجه گزينۀ (۳) درست است. 
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نمودار باشد،  مقابل  شكل  به   f x( ) نمودار اگر 
f چند نقطۀ مشترک دارد؟ x( ) f-- با x( )2
۲ (۲   ۱ (۱

 ۴ (۴   ۳ (۳
نصف  را  نقاط  طول های  بايد   f x( )2 نمودار رسم  برای   گزینۀ  
 f x( )2 f- بايد x( )2 كنيم (بدون تغيير عرض) تا شكل ۱ پديد آيد و برای رسم
را نسبت به محور xها قرينه كنيم كه در شكل به صورت رنگی رسم شده است. 

f در سه نقطه مشترک هستند. x( ) f- و x( )2 مشاهده می شود

ÞÞ

2 چند ريشه دارد؟ 1x x== ++ معادلۀ
۴) سه ۳) دو  ۲) يک  ۱) هيچ 

 گزینۀ 
دو برخورد  نقاط  طول های  معادله،  اين  ريشه های 
نمودار هستند.   y x

2
1= + و  y x1

2= تابع  

نمودار رسم  برای  و  می شناسيم  را   f x x( ) = 1

2 بايد عرض های آن را دو برابر كنيم. 2f x x( ) =



  درس نامه  فصل اول: تابع  

۱۷

x بايد نمودار +1 x را نيز می شناسيم و برای رسم نمودار نمودار
x را يک واحد به سمت چپ منتقل كنيم.

با توجه به نمودار، اين دو تابع فقط يک نقطۀ مشترک دارند، پس معادلۀ 
مورد نظر فقط يک ريشه دارد. 

 f x( اگر دامنه و برد تابع(
R باشند، آن گاه: c df = [ , ] D و a bf = [ , به ترتيب[

D است؛ يعنی در انبساط  a by = [ , ] ، برابر با y kf x= ( )  دامنۀ تابع
و انقباض عمودی، دامنۀ  تابع تغيير نمی كند.

R و در حالتی كه kc kdy = [ , ] k باشد، برابر >0 برد تابع در حالتی كه
R است. kd kcy = [ , ] k باشد، برابر <0

 D a
k
b
ky = [ , ] k باشد، برابر با y در حالتی كه0< f kx= ( )  دامنۀ تابع

نيز تابع  آن  برد  است.   D b
k
a
ky = [ , برابر[ باشد،   k كه0> حالتی  در  و 

R است؛ يعنی در انبساط و انقباض افقی برد تابع تغيير نمی كند. c dy = [ , ]

تابع نمودار  بخواهيم  و  باشد  شده  داده   f x( ) تابع نمودار  كنيم  فرض 
y را رسم كنيم، بايد توجه داشته باشيم كه ابتدا انتقال  f kx t= +( )
بدين  می كنيم؛  اجرا  را  انقباض  يا  انبساط  سپس  و  می دهيم  انجام  را 
انتقال  xها  واحد در جهت منفی محور   t را   f x( ) تابع ابتدا  معنی كه 
1 برابر می كنيم 

k f و سپس طول هر يک از نقاط را x t( )+ می دهيم تا
f به دست می آيد. t(kx )+ تا
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 y f x== ++( )2 1 f را نشان می دهد. دامنه و برد تابع x( شكل زير نمودار تابع(
كدام است؟

R = -[ , ]3 5 D و = -[ , ]2 2 (۱
R = -[ , ]4 4 D و = -[ , ]2 2 (۲
R = -[ , ]4 4 D و = -[ , ]5

2

3

2
(۳

R = -[ , ]5 3 D و = -[ , ]5

2

3

2
(۴

Df و = -[ , ]4 4 با توجه به شكل معلوم می گردد كه  گزینۀ  
y را  f x= +( )2 1 Rf است. چون می خواهيم دامنه و برد تابع = -[ , ]4 4
f فقط افقی است، پس برد آن تغييری  x( مشخص كنيم و عمليات روی تابع(
 f x( )2 1+ Ry است. از طرفی برای رسم نمودار = -[ , ]4 4 نمی كند؛ يعنی
ابتدا بايد تابع f را يک واحد به سمت چپ انتقال دهيم و سپس طول های آن را 
] خواهد  , ]-5 3 نصف كنيم. دامنۀ تابع پس از يک واحد انتقال به سمت چپ

 .Dy = -[ , ]5

2

3

2
شد و اگر هر عضو آن را نصف  كنيم، خواهيم داشت

f به شكل مقابل باشد، نمودار تابع x( اگر نمودار تابع(
y كدام است؟ f x== --( )2 1

 (۴   (۳   (۲   (۱
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۱۹

و  انتقال  افقی  راستای  در  فقط   f x( )2 1- تابع  گزینۀ  
1+ واحد در جهت  انقباض می يابد. ابتدا انتقال را انجام می دهيم؛ يعنی
مثبت محور xها جابه جا می شويم (شكل ۱) و سپس طول نقاط را نصف 

می كنيم (شكل ۲).

   

ملاحظه می شود كه شكل نهايی مشابه گزينۀ (۴) است.
ث. ترکیب انتقال و انبساط، انقباض در راستای عمودی

نمودار بخواهيم  و  باشد  شده  داده   f x( ) تابع نمودار  كنيم  فرض 
y را رسم كنيم. برای اين منظور ابتدا انبساط يا انقباض  kf x t= +( )
 f x( ) را انجام می دهيم و سپس انتقال را اجرا می كنيم؛ يعنی ابتدا تابع

را k برابر می كنيم و سپس t واحد به طرف بالا انتقال می دهيم.

نمودار باشد،  مقابل  شكل  به   f x( ) نمودار اگر 
y به كدام صورت است؟ f x== -- ++2 1( )

 (۴   (۳   (۲   (۱
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 گزینۀ 
برابر   -2 را  f x( ) تابع نقاط  بايد عرض  ابتدا 

كنيم تا به شكل (۱) تبديل شود: 
2f- را به اندازۀ يک واحد در  (x) سپس نمودار
جهت مثبتِ محور yها انتقال می  دهيم تا نمودار

y حاصل شود. (شكل ۲) f x= - +2 1( )

 



  تست فصل اول: تابع  

۳۱

y شبيه كدام گزينه است؟- ۱ x x== ++ --| |2
2 1 نمودار تابع

 (۲   (۱

 (۴   (۳

f به شكل مقابل باشد، - ۲ x( ) اگر نمودار تابع
f محور xها را در  x( )-- --1 2 آن گاه نمودار تابع

چند نقطه قطع می كند؟
۴) دو  ۳) هيچ  ۲) يک  ۱) سه 

x درست است؟- ۳ x x2
2 1 0++ -- -- ==sin كدام گزينه دربارۀ معادلۀ

۱) دو ريشۀ منفی دارد.
۲) دو ريشۀ منفی و يک ريشۀ مثبت دارد.

۳) يک ريشۀ مثبت و يک ريشۀ منفی دارد.
۴) بی شمار ريشه دارد. 

كدام تابع اكيداً صعودی است؟- ۴
 y x x= +3 (۴  y x x= -3 (۳  y x x= +2 (۲  y

x
= − 1 (۱

f در يک بازه نزولی است. ضابطۀ وارون تابع در اين - ۵ x x x( ) == 2 2 تابع
(سراسری رياضی) بازه كدام است؟ 
 − ≥x x3

0; (۴  − ≥x x3
0; (۳  − ≤x x3

0; (۲  − ≤x x3
0; (۱

مستر چپمستر راست و سردرس
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با تايپ عنوان و شماره درس يا فصل به صورت اتوماتيک در مستر اصلاح می شود.



  پاسخ فصل اول: تابع  

۳۳

۱ -x x x x x2 2 2
2 1 2 1 2 1 2+ - = + + - = + -( ) می دانيم: گزينۀ «۳» 

y x= + -| ( ) |1 2
2 پس: 

 f x( ) f بايد x x( ) ( )+ = +1 1
2 f باشد، برای رسم نمودار x x( ) = 2 اگر

را يک واحد به سمت چپ ببريم. حالا اگر نمودار اين تابع جديد را دو واحد 
f حاصل می شود. (شكل ۱) x( )+ -1 2 پايين بياوريم، نمودار

f را  x( )+ -1 2 | كافی است قسمتی از نمودار ( ) |f x + -1 2 برای رسم
كه زير محور xها است نسبت به محور xها قرينه كنيم (شكل ۲).

Þ

يک - ۲ را   f x( ) ــودار ــم ن گزينۀ «۴» 
پايين  واحد  دو  و  راست  سمت  به  واحد 
f به دست  x( )- -1 2 می آوريم تا نمودار
آيد (شكل مقابل). مشاهده می شود كه اين 

تابع محور xها را در دو نقطه قطع می كند.
x يا- ۳ x x2

2 1+ - = sin ــه صــــورت ــه را ب ــادل ــع م گزينۀ «۳» 
) تبديل می كنيم. ريشه های اين معادله طول های نقاط  ) sinx x+ - =1 2

2

y هستند. x2 = sin y و x x x
1

2 2
2 1 1 2= + - = + -( ) برخورد دو تابع

مستر چپمستر راست و سردرس
جبر و معادله

حسابـان
دوازدهـم

پاسخ

با تايپ عنوان و شماره درس يا فصل به صورت اتوماتيک در مستر اصلاح می شود.

می دانيم:- ۱ - گزينۀ «- گزينۀ «۳» 

ــودار- ۲ ــم ن - گزينۀ «- گزينۀ «۴» 

ــه صــــورت- ۳ ــه را ب ــادل ــع م - گزينۀ «- گزينۀ «۳» 
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تابع در شكل مقابل رسم  اين دو  نمودار 
نقطۀ  دو  كه  می كنيم  مشاهده  و  شده اند 
برخورد دارند كه طول يكی مثبت و طول 

ديگری منفی است.

x3 و x هر دو صعودی هستند، پس مجموع آن ها - ۴ چون گزينۀ «۴» 
نيز تابعی صعودی است.

) اكيداً صعودی  , )0 + ¥ ) و , )- ¥ 0 1- در هر يک از بازه های
x دقت كنيد تابع

f ( )− =2
1

2
- و چون <2 2 است ولی در كل دامنه چنين نيست. مثلاً

با  ـــن  اي و   f f( ) ( )− >2 2 پــس  ، f ( )2 1

2
= - و

 - 1
x f در تناقض است، پس تابع x( صعودی بودن(

اكيداً صعودی نيست.
گزينۀ «۴»- ۵

f x x x x
x x x

x x x

x x

x x
( ) | x |

( )
= = =

´ >

´ - £

ì
í
ï

îï
=

>

- £

ì
í
ï

îï

2 2 2

2

2

3

3

0

0

0

0

 

) اكيداً نزولی است و  , )−∞ 0 ) صعودی و در بازۀ , )0 +∞ اين تابع در بازۀ
پيدا كنيم. برای يافتن ضابطۀ تابع  ( , )-¥ 0 بايد ضابطۀ وارون آن را در بازۀ 

وارون بايد x را به y و y را به x تبديل كنيم:
y x x y y y x

x= - £ ³ ¾ ®¾¾¾¾¾¾3
0 0; , »  ¾M Hn

.´Ã¹¨ïÂ¶  ®ÄkLU  ¾M Hn  

x y y x y x x= - £ ³ Þ = - ³3 3
0 0 0; , ;  

⇒ = − ≥y x x3
0;  

چون- ۴ - گزينۀ «- گزينۀ «۴» 

- گزينۀ «- گزينۀ «۴»- ۵
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